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Prefata

Studiul laticilor, in general, isi are originile la sfargitul secolului 19. Investigand
algebrele Booleene, Charles S. Pierce si Ernst Schroder au simtit nevoia introducerii
conceptului de latice. Independent, studiind idealele inelului intregilor, Richard
Dedekind a ajuns la aceeasi descoperire. Mai mult, Dedekind a ajuns la concluzia
ca laticea acestora satisface o anumita lege. Este vorba despre ceea ce numim astazi
legea modulara (numita, dealtfel, si legea Dedekind).

Teoria laticilor a fost folosita in elaborarea unora dintre teoremele de structura de
baza din teoria grupurilor, si a sistemelor algebrice, in general. De exemplu, Dystein
Ore a dat in 1935 o demonstratie pur laticeala pentru teorema Krull-Schmidt, de
unicitate a descompunerilor directe.

Totusi, studiul legaturii dintre un grup si laticea subgrupurilor sale a inceput in
1928 cu lucrarea Adei Rottlaender ([45]), motivata fiind de corespondenta Galois
dintre extinderea unui corp si grupul Galois al acesteia. A urmat o serie lunga
de algebristi care s-au ocupat de studiul laticii subgrupurilor. Printre acestia s-
au remarcat Reinhold Baer, Oystein Ore, Kenkichi Iwasawa, Leonid Eftimovich
Sadovskii, Michio Suzuki, Giovanni Zacher, Roland Schmidt i multi altii.

Pana acum 20 de ani, singura carte (monografie) de referinta in acest domeniu,
a fost cea a lui Suzuki, [53]. In 1994, Roland Schmidt a alcituit o monografie ([49])
dedicata acestui subiect.

Daca G este un grup, cu L(G) notam laticea subgrupurilor sale. Aceasta este
intotdeauna o latice completa si compact generata. Printre primele si cele mai
importante probleme care s-au ridicat in studiul laticii subgrupurilor, au fost:

(A) Fiind data o clasa X de grupuri, ce proprietati au laticile izomorfe cu laticea
subgrupurilor unui grup din X7 Invers, fiind data o clasa de latici Y, ce putem spune
despre clasa de grupuri (in cazul in care astfel de grupuri exista) a caror latice a

subgrupurilor apartine clasei )7

(B) Care dintre latici sunt izomorfe cu laticea subgrupurilor unui grup (abelian)?
Dupa cum vom vedea, exista latici care nu sunt izomorfe cu laticea subgrupurilor
a niciunui grup, iar pe de alta parte, exista latici care sunt izomorfe cu laticea

subgrupurilor exact a unui grup sau a mai multor (chiar a unei infinitati de) grupuri.



Doua grupuri cu laticile subgrupurilor izomorfe se numesc proiective. Se ridica o
noua problema.

(C) Care grupuri G sunt determinate de proiectivitati, cu alte cuvinte pentru
orice grup G' si orice proiectivitate de la G la G', avem G = G ¢

In paralel cu studiul laticii subgrupurilor, s-a dezvoltat si studiul laticii sub-
grupurilor normale. Aceasta este o sublatice modulara a laticii subgrupurilor.

Prezentam in continuare continutul acestei teze.

In primul capitol sunt expuse pe scurt notiuni si rezultate de baza din domeniu
(sectiunile (1.1}, 1.2, 1.3 1.6). In Sectiunea/l.4 am prezentat laticea subgrupurilor nor-
male si proprietatile elementare ale acesteia. In Sectiunea [1.7 sunt discutate cateva
exemple elementare, majoritatea dintre ele inspirate din monografia lui Roland
Schimdt, [49]. Sectiunea [1.5 este dedicata studiului proiectivitatilor si in special
problemei (C), enuntate mai sus. S-a observat ca atunci cand un grup nu poate fi
determinat de proiectivitati, exista totusi posibilitati pentru ca laticea subgrupurilor
sale (normale) sa il determine. O prima posibilitate ar fi sa restrangem clasa tuturor
grupurilor la o clasa specifica, adica GG este determinat de proiectivitati in clasa C,
daca G € C si pentru orice grup G’ € C proiectiv cu G, avem G = G’'. A doua
posibilitate ar fi ca grupul sa fie determinat de laticea subgrupurilor (normale) ale
unui alt grup (care si fie construit pornind de la cel initial). In Sectiunea 1.5.3 este
prezentat un scurt inventar al rezultatelor in aceste directii, precum si o abordare
originala a acestei probleme. Aceasta abordare a fost publicata in [9].

In cel de-al doilea capitol oferim o solutie pentru problema (B), mai sus enuntata,
adica prezentam conditii in care o latice este izomorfa cu laticea subgrupurilor unui
grup abelian. Problema determinarii de conditii in care o latice sa fie izomorfa
cu laticea subgrupurilor unui grup a fost demarata de Suzuki in monografia sa. In
Sectiunea 2.1 prezentam pe scurt conditiile necesare pentru ca o latice sa fie izomorfa
cu laticea subgrupurilor unui grup abelian de torsiune, formulate de Benabdallah si
Piché in [4]. Cel care a formulat o solutie completa pentru laticea subgrupurilor unui
grup oarecare a fost Yakovlev in [54] (1974). Acesta a oferit o descriere laticeala a
elementelor, precum si a multiplicarii acestora intr-un grup liber de rang > 2. Mai
mult, Yakovlev a reusit sa identifice subgrupurile normale in laticea subgrupurilor
unui astfel de grup. Asadar, solutia finala este o consecinta directa a faptului ca
orice grup este imaginea omomorfa a unui grup liber si a teoremei de corespondenta
pentru grupuri. In aceeasi manierd, Scoppola a reusit in [50] (1981), respectiv [51]
(1985), sa caracterizeze laticea subgrupurilor unui grup abelian fara torsiune de
rang > 2, respectiv a unui grup abelian cu rangul fara torsiune > 2. Rezultatele
lui Scoppola au fost sintetizate in Sectiunea 2.4. Folosind aceleasi tehnici, vom

da o solutie completa in ceea ce priveste laticea subgrupurilor unui grup abelian.
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Aceasta se bazeaza pe caracterizarea laticeala a subgrupului comutator intr-un grup
liber si pe faptul ca orice grup abelian liber se obtine prin factorizarea unui grup
liber cu subgrupul sau comutator. In acest scop, In Sectiunea 2.2 vom prezenta
instrumentele de care avem nevoie. Marea majoritate a acestora au fost introduse de
Yakovlev in [54]. Pentru completitudine, in Sectiunea 2.3 am prezentat conditiile in
care o latice este izomorfa cu laticea subgrupurilor unui grup oarecare. In Sectiunea
2.5l vom identifica subgrupul comutator al unui grup liber in laticea subgrupurilor
sale. Ca si Yakovlev, vom lucra intr-un cadru mai general, si anume cel al grupurilor
2-libere. In Sectiunea 2.6/ vom prezenta o caracterizare a laticii subgrupurilor unui
grup abelian liber de rang > 2, respectiv a unui grup abelian. In Sectiunea 2.7
vom da conditii necesare gi suficiente pentru ca o latice sa fie izomorfa cu laticea
subgrupurilor normale ale unui grup oarecare, ca gi o consecinta directa a rezultatelor
lui Yakovlev. Rezultatele din sectiunile 2.5 2.6/ si 2.7 vor apare in [15].

Conditiile din Capitolul 2, nu ofera prea multe informatii aspura unor proprietati
de baza ale laticii subgrupurilor. Din acest motiv, in Capitolul |3l am prezentat pe
scurt cateva proprietati de inchidere ale clasei A, a laticilor izomorfe cu laticea sub-
grupurilor unui grup abelian, precum si a complementarei acesteia in clasa tuturor
laticilor. Ne vom concentra atentia asupra sublaticilor in Sectiunea 3.1, idealelor
in Sectiunea 3.2, produselor directe in Sectiunea 3.3/ si a imaginilor omomorfe in
Sectiunea [3.4. Dupa cum era de agteptat, A nu este inchisa fata de niciuna din-
tre notiunile tocmai enumerate. Vom da totusi conditii pentru ca toate sublaticile,
respectiv idealele unei latici din A sa fie de asemenea in A. Ne vom ocupa si de
laticea idealelor precum si de cea a congruentelor in sectiunile 3.5, respectiv 3.6.
Desi relativ simple, aceste observatii nu apar in literatura de specialitate.

Observatiile din Capitolul 3/ ne conduc la concluzia ca A nu este o varietate, adica
inchisa fata de sublatici, produse directe gi imagini omomorfe. Mai mult, .4 nu este
nici macar o cvasi-varietate (adica inchisa fata de izomorfisme, sublatici, produse
directe, ultraproduse si contine laticea triviala). In aceste conditii, in Capitolul 4
ne-am indreptat atentia asupra unei clase mai generale decat A, si anume L£(Z), clasa
laticilor care se scufunda in laticea subgrupurilor unui grup abelian. In Sectiunea
4.1l vom prezenta pe scurt notiunile de varietate si cvasi-varietate. O clasa mai
generala decat £(Z) este cea laticilor cu o reprezentare de tip 1, 77, adica cele care

se scufunda in latici de echivalente care comuta. Au loc urmatoarele incluziuni
L(Z) C N(rep) C Ty

gl niciuna dintre acestea nu este o egalitate. Cu N (rep) am notat clasa laticilor
care se scufunda in laticea subgrupurilor normale ale unui grup oarecare. O clasa

si mai generala decat 7; este cea a laticilor arguesiene. Legea arguesiana a fost
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introdusa de Bjarni Jénsson in 1954 (vezi [33]). Aceasta reprezinta translatarea
Teoremei lui Desargues din geometria proiectiva in limbaj laticeal. In Sectiunea 4.3
am expus pe scurt proprietatile acestor latici. In [33], Jonsson a aratat ca in prezenta
complementarii, reprezentarea de tip 1 si identitatea arguesiana, devin echivalente.
In cele din urma, in [16], apare rezultatul care identifica cele doua concepte si in
acelagi timp face legatura cu £(Z), adica L(Z) = 7; si aceasta coincide cu clasa
laticilor arguesiene, pentru latici modulare complementate. In Sectiunea 4.4, am
demonstrat ca pentru laticile de lungime < 4, aceste clase coincid, adica are loc

egalitatea

L(Z) = N(rep) = Ti.

Rezultatele din aceasta ultima sectiune vor apare in [14].

In final, doresc s& multumesc indrumatorului stiintific, d-lui Prof. Dr. Grigore
Calugareanu pentru sprijinul si indrumarea pe care mi le-a acordat in elaborarea
acestei teze. De asemenea ag dori sa aduc multumiri colectivului de la Catedra de

Algebra, in special d-lui Conf. Dr. Simion Breaz.
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Capitolul 1
Notiuni de baza. Exemple

In acest capitol am reamintit pe scurt notiuni fundamentale din teoria laticilor,
care sa permita expunerea proprietatilor elementare ale laticii subgrupurilor. De
asemenea, am prezentat notiunea de latice a subgrupurilor normale ale unui grup,
mentionand proprietatile elementare ale acesteia. Am expus apoi un scurt inventar
al rezultatelor ce vin sa raspunda la cele mai uzuale intrebari din domeniu: Care
grupuri sunt determinate in mod unic de laticea subgrupurilor? Cum se reflecta
structura (proprietatile) grupului in structura laticii subgrupurilor si reciproc? Care
dintre latici sunt izomorfe cu laticea subgrupurilor unui grup?

Conceptele de baza din teoria laticilor au fost preluate din [16], in timp ce ma-
joritatea proprietatilor laticii subgrupurilor au fost preluate din [49].

In ceea ce priveste prima dintre problemele mai sus mentionate, in Sectiunea
1.5.3 am prezentat o abordare originala, obtinuta de catre S. Breaz si autoarea

tezei in [9)].

Definitia 1.0.1 Fie G un grup. Multimea subgrupurilor lui GG, partial ordonata
de relatia de incluziune a multimilor, este o latice completa, numita laticea sub-

grupurilor lui G, notata L(G).

1.1 Concepte de baza din teoria laticilor

In acestd sectiune am prezentat cateva notiuni elementare din teoria laticilor. Aces-
tea au fost organizate in cinci paragrafe. Am expus asadar notiunile de interval,
lant, antilant, atom, respectiv coatom, element compact intr-o latice. De asemenea,
am reamintit notinile de lungime, repectiv latime a unei latici.

Am prezentat notiunea de latice algebrica (compact generatd), avand in vedere
faptul ca G. Birkhoff si O. Frink au caracterizat laticea subgrupurilor unui grup ca

fiind o astfel de latice. In Capitolul[3, vom studia inchiderea clasei laticilor izomorfe



cu laticea subgrupurilor unui grup abelian, fata de sublatici si produse directe, am

reamintit cele doua notiuni.

1.2 Scufundari in laticea subgrupurilor

In aceasi sectiune am expus un scurt inventar al rezultatelor legate de scufundari
in laticea subgrupurilor. Asadar, vom vedea ca orice latice se scufunda in laticea
subgrupurilor unui grup (Whitman, 1946), precum si faptul ca orice latice algebrica

este izomorfa cu un interval al laticii subgrupurilor unui grup (Tuma, 1989).

1.3 Proprietati ale laticii subgrupurilor

In aceastd sectiune am prezentat cateva dintre proprietatile laticii subgrupurilor,
determinate de structura grupului si reciproc. Prima proprietate abordata a fost
modularitatea, introdusa de Richard Dedekind (1877). Tot Dedekind a aratat ca
laticea subgrupurilor unui grup abelian este modulara. Reciproca nu are loc, iar clasa
grupurilor neabeliene, cu laticea subgrupurilor modulara, a fost complet determinata
(Iwasawa in [31] si Schmidt in [49]).

Urmatoarea identitate laticeala asupra careia ne-am oprit, mai puternica decat
modularitatea si introdusa tot de Dedekind, este distributivitatea. Am expus rezul-
tatele ce caracterizeaza clasa grupurilor cu laticea subgrupurilor distributiva (Ore,
1937-1938). Am prezentat, de asemenea, rezultatele lui Baer din 1939, ce ofera o
imagine asupra laticii subgrupurilor grupurilor ciclice.

In finalul sectiunii am prezentat o serie de proprietati ale grupurilor finite care se

reflecta in structura laticii subgrupurilor gi reciproc, majoritatea preluate din [21].

1.4 Laticea subgrupurilor normale

In aceasti sectiune am amintit notiunea de latice a subgrupurilor normale ale unui
grup. Reamintim ca daca G este un grup, laticea subgrupurilor normale ale lui G, a
fost notati A(G). In cele ce au urmat am prezentat citeva exemple si proprietati

elementare ale lui N(G), inspirate din [49].

1.5 Proiectivitati

In aceasti sectiune am prezentat notiunea de proiectivitate de la G la G’, ca si in

[49], adica un izomorfism laticeal de la L(G) la L(G’). Doua astfel de grupuri s-au



numit proiective. Cel mai adesea, doua grupuri proiective nu sunt si izomorfe. Am
reamintit cateva exemple in acest sens.

In continuare am prezentat o clasa speciala de latici, ce joaca un rol important
in studiul laticii subgrupurilor (si de care ne vom folosi in special in Capitolul 4),
cea a laticilor M,,, unde n € N, constand dintr-un cel mai mic, respectiv cel mai

mare element si n atomi (vezi [43]).

1.5.1 Proiectivitatile grupurilor abeliene

In aceasti sectiune am prezentat un scurt inventar al proiectivitatilor grupurilor
abeliene. Frecvent, doua grupuri abeliene proiective sunt si izomorfe.

Am prezentat cazul grupurilor abeliene de torsiune, rezolvat de catre Baer in [2].
Doua grupuri, de rang fara torsiune > 2 proiective, vor fi si izomorfe, tot conform
rezultatelor lui Baer din 1939. In ceea ce priveste grupurile abeliene fara torsiune
de rang 1, Fuchs in [21], a stabilit conditiile in care doua astel de grupuri proiective
sunt si izomorfe. Recent, Calugareanu si Rangaswamy in [13], au rezolvat cazul

grupurilor abeliene mixte cu rangul fara torsiune 1.

1.5.2 Clase de grupuri invariante fata de proiectivitati

In aceast’ sectiune am reamintit invarianta unet clase de grupuri fata de proiec-

tivitati. Ca gi in [49], o clasa C de grupuri este invarianta fata de proiectivitati daca

pentru orice proiectivitate intre doud grupuri G si G/, are loc G € C = G’ € C.
Am prezentat apoi cateva clase celebre de grupuri invarinate fata de proiec-

tivitati, majoritatea acestor exemple fiind preluate din [43].

1.5.3 Grupuri determinate de proiectivitati

In aceastd sectiune am prezentat conditii in care un grup este determinat de laticea
subgrupurilor (eventual normale) ale unui alt grup. Ca si in [49], spunem ca un
grup G este determinat de proiectivitati daca pentru orice grup H si pentru orice
proiectivitate ¢ : L(G) — L(H), are loc G = H.

In [9] S. Breaz in colaborare cu autoarea tezei, au expus un punct de vedere
asupra modalitatilor de a determina un grup (abstractie facand de un izomorfism)
folosind latticea subgrupurilor. De-a lungul acestui paragraf, am prezentat aceasta
abordare.

Cu Grp s-a notat clasa tuturor grupurilor, cu Ab clasa tuturor grupurilor abeliene,

cu Ab, clasa tuturor p-grupurilor abeliene, iar cu Lat clasa tuturor laticilor.



O prima posibilitate pentru ca laticea subgrupurilor sa determine un grup ar fi
sa restrangem clasa tuturor grupurilor la subclase specifice. In felul acesta, laticea
subgrupurilor ar putea determina anumite grupuri. De exemplu, R. Baer a demon-
strat in [2] ca un p-grup abelian, A, este determinat de L(A) in Ab,. In general,
acest lucru nu se intampla nici macar in clasa p-grupurilor, cu laticea subgrupurilor
modulara (a se vedea [3]).

Cea de-a doua posibilitate ar fi sa determinam grupul pornind de la laticea
subgrupurilor (normale) ale unui alt grup. De exemplu, daca A € Ab, iar G € Grp
astfel incat L(Z x A) = L(Z x G) (sau N(Z x A) = N(Z x G)) atunci A =
G. In paragrafele urmatoare am prezentat cateva rezultate, valorificind ambele
posibilitati, atat pentru laticea subgrupurilor, cat si pentru laticea subgrupurilor

normale. In acest scop s-a introdus urmatoarea definitie.

Formalizarea abordarii

Definitia 1.5.1 [9] Fie S : Grp — Lat astfel incat S(G) sa fie o sublatice a lui
L(G), pentru orice G € Grp. Daca V : Grp — Grp este o functie, iar C este o clasa
de grupuri, vom spune ca un grup G € C este determinat de V gi S-proiectivitati in
C daca

HeCsiS(V(G)) =S(V(H)) implica G = H.

Daca C este clasa tuturor grupurilor, spunem ca G este determinat de V gi S-
proiectivitati. Spunem ca un grup G este determinat de S-proiectivitati daca este
determinat de 1lg,, si S-proiectivitati, i.e., S(G) = S(H) implica G = H .

Au fost abordarte cele doua cazuri: S(G) = L(G) si S(G) = N(G).

N-Proiectivititi

In continuare a fost prezentat un scurt rezumat al rezultatelor ce stabilesc conditiile
in care un grup abelian este determinat de laticea subgrupurilor sale normale (rezul-
tate oferite de Brandl in [5], si de Curzio in [17]).
In ceea ce priveste aplicatia V', din Definitia [1.5.1, am abordat doua cazuri:
primul
V=Bx—:Grp— Grp,

unde B este un grup abelian fara torsiune, iar al doilea
V=(=)":Grp— Grp,

unde n este un intreg pozitiv.



Aceasta abordare, de a determina un grup folosind laticea subgrupurilor a al-
tor grupuri, a fost folosita de Lukécs si Palfy in [38], pentru V(G) = G?, si de
Calugareanu in [12] pentru V(G) = G™. Cazul V(G) = B x G, unde B este un grup
fixat, a fost abordat de Calugareanu si Breaz in [§8]. Am generalizat abordarea din

aceste lucrari In urmatoarea meta-teorema:

Teorema 1.5.2 [9] Fie V : Grp — Grp o functie si S : Grp — Lat astfel incat
S(G) este o sublatice a lui L(G), pentru orice G € Grp. Daca G este un grup, astfel

incat exista o clasa C de grupuri cu urmatoarele proprietati:
(1) V(G) €C;
(i) V(G) este determinat de S-proiectivitati in C;

(ii1) Daca S(V(G)) = S(V(H)), atunci V(H) € C,

atunci G este determinat de V' si S-provectivitati daca st numai daca G este deter-

minat de V, adica are loc implicatia
VG)2V(H)=G=H.

Aceasta meta-teorema a fost folosita in articolele mentionate pentru cazul in
care C este clasa grupurilor abeliene, Ab. De aceea, pentru a o putea aplica, vom
stabili conditii suficiente pentru ca V(H) sa fie abelian, de fiecare data cand V(G)

este abelian.

Proprietatea de simplificare. Proprietatea n-radacina

Am spus ca un grup B are proprietatea de simplificare (relativ la clasa C) daca orice
grup G € C este determinat de V = B x — 1n C, iar pentru un intreg n > 0, am
spus ca grupul A are proprietatea n-radacina, daca este determinat de V = (—)".

Am amintit in continuare, un scurt inventar al grupurilor ce poseda proprietatile
de mai sus. Se stie ca grupurile abeliene de torsiune numarabile gi mixte numarabile,
cu rangul fara torsiune 1 au proprietatea patrat radacina. Mai mult, grupurile
abeliene cu inelul endomorfismelor semilocal au proprietatea n-radacina (a se con-
sulta [20, Propozitia 4.8]), pentru orice intreg pozitiv n > 2. Aceste grupuri au fost
studiate de Calugareanu in [11]. Alte grupuri mixte cu proprietatea n- radacina au
fost studiate de Breaz in [7].



Cazul S =1L

Am inceput prin a prezenta criterii de comutativitate, pentru un grup G, ce se
folosesc de laticea subgrupurilor grupului V(G). Pentru cazul V = K x —, criteriul
a fost oferit de Breaz si Calugareanu in [8] si se refera la situatia in care G este un
grup oarecare, iar K un grup abelian care nu este de torsiune, respectiv situatia in
care G este un p-grup, iar K un p-grup abelian nemarginit. Pentru cazul V = (=),
criteriul a fost dat de Lukdcs E. gi Palfy, P. in [38] si se refera la un grup oarecare.
Criteriile de comutativitate fiind stabilite, suntem in masura sa oferim o aplicatie

directa a Metateoremei [1.5.2.

Corolarul 1.5.3 [9] Fie B un grup abelian. Urmdtoarele afirmatii au loc:

(a) Daca B nu este un grup de torsiune, atunci pentru orice grup abelian A i

orice grup G, implicatia
L(BxA)=LBxG) =A=G
are loc daca si numai daca B are proprietatea de simplificare relativ la Ab.

(b) Daca B este un p-grup nemdarginit, atunci pentru orice p-grup abelian A gi

orice p-grup G, implicatia
LBxA)XLBxG) =A=ZG
are loc daca si numai daca B are proprietatea de simplificare realtiv la Ab.
(¢) Daca n > 1 este un intreg, atunci pentru orice grup G, implicatia
L(B") = L(G")=B=G

are loc daca st numai daca B are proprietatea n-radacina.

Cazul S =N

Pentru laticea subgrupurilor normale am reamintit un criteriu de comutativitate,
demonstrat de Breaz in [36], ce se foloseste de N (V(G)), cand V = B x —, unde
B # 0 este un grup abelian fara torsiune. Pentru & = A, suntem in ma&sura si

oferim 1n continuare o noua consecinta directa a Metateoremei 1.5.2.
Corolarul 1.5.4 [9] Fie B # 0 un grup abelian. Urmdatoarele afirmatii sunt adevarate:
(a) Daca B este fara torsiune, atunci pentru A grup abelian i G grup, implicatia
NBxAXNBxG) =A2G
are loc, daca si numai daca B are proprietatea de simplificare relativ la Ab.
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(b) Daca B este un p-grup, A # 0 un p-grup abelian i G un grup, implicatia
NBxA)2XNBxG) =A2G
are loc, daca si numai daca B are proprietatea de simplificare relativ la Ab.
(¢) Dacan > 1 este un intreg, atunci pentru un grup G implicatia
N(B"2N(G")= B>=G
are loc, daca $i numai daca B are proprietatea n-radacing.

Corolarul 1.5.5 Fie A un grup abelian. Daca G este un grup, iar B este un
grup abelian cu rangul fara torsiune finit astfel incat L(B x A) = L(B x G) (sau
N(B x A) = N (B x G)) atunci exista un intreg pozitiv n astfel incat A" = G".

O problema deschisa

In acest paragraf este formulata o conjectura legata de grupurile, B cu proprietatea
cadaca BX A BxG (51 A,G € C) implica A™ = G™, pentru un intreg pozitiv n.
Z are aceasta proprietate (Hirshon in [27, Teorema 1]), iar grupurile abeliene fara
torsiune de rang finit, de asemenea (Goodearl in [23, Teorema 5.1]). Intrebarea Este
posibil ca L(ZxG1) = L(ZXxG)(sau N(ZxG1) 2 N (ZxGs)) sa implice Gt = Gy,
pentru un intreg pozitiv n > 0 ¢ este naturala. Raspunsul este insa unul negativ,
dupa cum se poate vedea in [6], si foloseste clase de grupuri construite in [52] si [30].
Reamintim in continuare conjectura formulata in [9].

Conjectura: Daca B este un grup abelian cu rangul fara torsiune finit, iar
(1, Go sunt grupuri (nu neaparat abeliene) astfel incat L(B x G1) = L(B x G3)
(sau N(B x G1) = N (B x (3)), atunci exista un intreg pozitiv n astfel incat
L(GY) = L(GY) (respectiv N (GT) =2 N(GY)).

1.6 Latici izomorfe cu laticea subgrupurilor unui

grup

In aceasti sectiune am prezentat cateva observatii legate de solutia problemei (B)
enuntate in prefata acestei teze: Sa se caracterizeze laticile care sunt (sau nu)
izomorfe cu laticea subgrupurilor unui grup (abelian).

B.V. Yakovlev a obtinut in [54], conditii necesare si suficiente pentru laticea
subgrupurilor unui grup oarecare. Conditiile oferite de el sunt expuse pe scurt
in Capitolul 2. Totusi, avand in vedere complexitatea acestor conditii, pe cazuri

concrete problema de a decide daca o latice este sau nu laticea subgrupurilor unui
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grup ramane dificila sau chiar imposibila. In acesta sectiune am rezlovat Exercitiul 2,
pag. 10, din[49], determinand care dintre laticile cu maxim 5 elemente sunt izomorfe

cu laticea subgrupurilor a cel putin unui grup.

1.7 Exemple

In aceasts sectiune am ilustrat cateva exemple remarcabile de latici de subgrupuri.
Ne-am oprit asupra grupurilor de forma Z(p™) & Z(q™), dat fiind ca ne vom folosi
de laticea subgrupurilor acestora in Capitolul 4. De asemenea, am prezentat laticea
p-grupului-cvasicilic, latice folosita frecvent in constructile din Capitolul 3. Restul
exemplelor prezentate in acesta sectiune, si anume, cazul grupurilor abeliene ele-
mentare, al grupurilor de ordin pq, pentru p si ¢ prime, al grupului altern Ay, al

grupurilor diedrale, de cuaternioni si algrupurilor Tarski, au fost preluate din [49].



Capitolul 2

Conditii in care o latice este
izomorfa cu laticea subgrupurilor

unui grup abelian

Acest capitol este dedicat determinarii de conditii necesare si suficiente pentru ca o
latice sa fie izomorfa cu laticea subgrupurilor unui grup abelian.

In sectiunile 2.1), respectiv 2.4/ am prezentat solutii partiale ale acestei probleme,
oferite de Benabdallah si Piché, respectiv Scoppola. In sectiunile 2.5 si 2.6 am oferit
o solutie completa, in ceea ce priveste laticea subgrupurilor unui grup abelian. Punc-
tul de plecare in formularea acestor conditii a fost solutia oferita de Yakovlev pentru
cazul laticii subgrupurilor unui grup oarecare ([54]). De asemenea, principalele in-
strumente au fost preluate de la Yakovlev si prezentate in Sectiunea 2.2l Solutia se
bazeaza pe identificarea subgrupului comutator in cadrul laticii subgrupurilor unui
grup 2-liber gi pe caracterizarea laticii subgrupurilor unui grup abelian liber.

In Sectiunea 2.7 am formulat conditii in care o latice este izomorfa cu laticea
subgrupurilor normale ale unui grup oarecare. Rezultatele din sectiunile 2.5 2.6/ si

2.7 sunt originale gi au fost obtinute de autoarea tezei in [15].

2.1 Conditii necesare in care o latice este izomorfa
cu laticea subgrupurilor unui grup abelian de

torsiune

In aceastd sectiune vom face un scurt inventar al conditiilor necesare pentru ca o
latice completa si modulara sa fie laticea subgrupurilor unui grup abelian de torsi-
une, oferite in lucrarea lui Benabdallah si Piché, [4]. Acest studiu trateaza laticile

modulare complete satisfacand anumite conditii aditionale, generalizand notiuni din



teoria grupurilor abeliene.

2.2 Laticea subgrupurilor unui grup liber

In aceastd sectiune am prezentat instrumentele de care vom avea nevoie pentru a
formula conditiile din Sectiunea 2.6. Pentru a ajunge la rezultatul dorit, pornim
de la caracterizarea laticii subgrupurilor unui grup liber, formulata de Yakovlev.
Ideea lui Yakovlev a fost aceea de a localiza anumite structuri laticeale in multimea
tuturor subgrupurilor ciclice, care sa ofere suficiente informatii despre generatori si

relatii.

2.2.1 Elemente ciclice. Complexe.

Marea majoritate a acestor notiuni au fost introduse de Yakovlev in [54]. De-a
lungul acestei sectiuni cu L = (L, <) = (L, V,A) am notat o latice completa, iar cu

0 cel mai mic element al sau.

Elemente ciclice

Un element a € L se numeste ciclic daca intervalul a/0 este o latice distributiva ce
satisface conditia lanturilor ascendente. Cu C'(L) sau simplu C', cand nu e pericol
de confuzie, s-a notat multimea tuturor elementelor ciclice din L. Am reamintit
urmatoarele submultimi ale lui C'; introduse de Yakovlev, care joaca un rol esential

in descrierea laticiala a elementelor unui grup liber si a multiplicarii acestora.

Definitia 2.2.1 Daca a,b € C, A, B C C definim
aob={xeClzVa=xzVb=aVb}

bla={ceC(L)|ce(aob)oa,c¢ (aca)obcocC (ao(bob))oa}l.

Complexe

In acest paragraf a fost reamintita notiunea de a-complex relativ la un sistem E =
(e1,...,€,), de elemente ciclice, aga cum a fost introdusa de Yakovlev. Cu K(a, E)
s-a notat multimea a-complexelor relative la E. Prin conventie, ¢ = ({e1}, ..., {en})
este 0-complexul relativ la E. Asadar, K(0, E) = {¢}. Am notat cu K(FE) multimea
complexelor relative la E. Au fost, de asemenea, prezentate egalitatea complexelor
si multiplicarea a doua complexe, in vederea obtinerii unei caracterizari laticeale a

produsului a doua elemente intr-un grup liber.
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2.2.2 Laticea subgrupurilor unui grup

Rezultatul prezentat in aceasta sectiune valorifica complexele si multiplicarea aces-
tora. In anumite conditii, multiplicarea complexelor dintr-o latice devine operatie
binara pe multimea K (FE). Mai mult, aceasta defineste o structura de grup, a carui
latice a subgrupurilor este izomorfa cu laticea initiala. In aceastd maniera, Yakovlev
a reusit sa formuleze conditiile suficiente pentru ca o latice sa fie izomorfa cu laticea

subgrupurilor unui grup.

Teorema 2.2.2 [54, Teorema 1], [49, Teorema 7.1.6] Fie L o latice completa in care
orice element este supremum de elemente ciclice. Presupunem ca exista un sistem

E = (e1,...,e,) de elemente e;, cu urmatoarele proprietati:
(a) Pentru orice a € C'\ {0}, |K(a, E)| = 2.
(b) Dacia € C, a= (Ay,...,A,), o/ =(A},...,A) € K(a,E), a # o' avem

eio AN Ajoe; # 0, pentru totid,j € {1,...,n}.

¢) Daci a,be C, a € K(a,F) si B € K(b,E) astfel incit « = 3, atunci a = b.
d) Pentru toti a, f € K(E), produsul aff consta din unicul complex o * 3.

e) Pentru toti a, B,y € K(E), (af)y = a(F7).

f) Fiea € C si X C C astfel incit a < \/ X si fie « € K(a,E). Atunci
exista un numar finit de elemente b; € X i 5; € K;(b;, E') astfel incat o €

(( . (5152)63 . )ﬁrrﬁl)ﬂm

Atunci G = K(FE) impreuna cu operatia * : G X G — G data de d), (a, ) — a* 3,

a, 8 € G, formeaza un grup a carui latice a subgrupurilor este izomorfa cu L.

2.2.3 Grupuri 2-libere

In acest paragraf am reamintit pe scurt notiunea de grup 2-liber si principalele
proprietati ale unui astfel de grup. Ca si in [54], printr-un grup 2-liber s-a inteles
un grup neabelian, cu propritetatea ca oricare doua elemente ale sale genereaza un

grup liber. Orice grup liber de rang r > 2, este in particular 2-liber.

Proprietati elementare

Au fost prezentate cateva proprietatile esentiale ale subgrupurilor generate de doua
elemente intr-un grup 2-liber. Dintre acestea reamintim faptul ca daca a,b € G

avem
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i) Daca (a) N (b) # 1, atunci (a, b) este ciclic si ab = ba.
ii) Daca (a) N (b) =1 i a # 1+# b, atunci F = (a,b) este liber peste {a,b}.

(i) Daca a # 1 # b i (a) N (b) = 1, atunci

(a) o (b) = {{ab), {a™"'b), (ab™"), (a™"b7")}

s toate aceste patru grupuri sunt distincte ([49, Lema 7.1.7]).

Descrierea laticeala a produsului a doua elemente

In acest paragraf am prezentat descrierea laticeala a produsului a doua elemente ale

unui grup 2-liber, oferita de Yakovlev in [54].

Sisteme bazice

In acest paragraf au fost prezentate sistemele bazice introduse de catre Yakovlev
in [54]. In cazul unui astfel de sistem, conditiile (a)-(f) din ipoteza Teoremei 2.2.2
devin gi necesare pentru laticea subgrupurilor unui grup 2-liber.

Dupa cum era de agteptat, laticea subgrupurilor unui grup 2-liber (si in particluar
cea a unui grup liber) poseda sisteme bazice, iar faptul ca acestea satisfac conditiile

(a)-(f) ale Teoremei 2.2.2, a fost aratat tot de catre Yakovlev, in acelasi articol.

Laticea subgrupurilor unui grup liber

In acest paragraf, am prezentat pe scurt conditiile formulate de Yakovlev, in care o

latice este izomorfa cu laticea subgrupurilor unui grup liber.

Teorema 2.2.3 [54, Teorema 5][49, Teorema 7.1.12] Fie r > 2 un numdar cardinal.
Laticea L este izomorfa cu laticea subgrupurilor unui grup liber de rang r daca st
numait daca L este completa, orice element al sau este supremum de elemente ciclice,

war L are proprietatile:
(a) Pentru orice c € C(L) \ {0}, intervalul ¢/0 este infinit.
(b) Daca a,b € C(L) astfel incat avb ¢ C(L) sid € aob, atunci dNa = dANb=0.

(¢) Ezista un sistem bazic E al lui L si o submultime S a lui C(L) astfel incat
|S| =7, VS =V L si pentru orice gir finit by, ..., bs, unde b; € S, cu b; # b;11
(t=1,...,s=1),a;, € L cu0# a; <b; $i oy € K(a;, F), complezul trivial

nu este confinut in (... ((qra9)as) .. .)as,

unde sistemul bazic E satisface (a)-(f) din Teorema 2.2.2.
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2.2.4 Subgrupuri normale

In acest paragraf am reamintit descrierea laticeala a subgrupurilor normale ale unui
grup 2-liber. Pentru acesta, Yakovlev a oferit o descriere laticeala a conjugatului

unui element intr-un astfel de grup. Reamintim acest rezultat.

Lema 2.2.4 [49, Lema 7.1.15] Fie G un grup 2-liber, iar a,b € G astfel incdt
a#1#bgi{a)n(b)=1. Atunci

(b) 1 {a) = {{aba™"), {a™"ba)}.

2.3 Laticea subgrupurilor unui grup oarecare

Pentru completitudine, in acesta sectiune, am reamintit caracterizarea laticii sub-
grupurilor unui grup oarecare. Teorema este o consecinta naturala a rezultatelor

anterioare gi a faptului ca orice grup este izomorf cu un grup factor al unui grup
liber.

2.4 Conditii in care o latice este izomorfa cu lat-
icea subgrupurilor unui grup abelian fara tor-

siune de rang >1

In aceasti sectiune vom schita conditiile formulate de Scoppola, in [50], pentru a
caracteriza laticea subgrupurilor unui grup abelian fara torsiune cu rang > 1. Scop-
pola a folosit tehnici similare celor lui Yakovlev. Pornind de la o latice care satisface
anumite conditii, acesta a construit unicul grup al carui latice a subgrupurilor este

izomorfa cu laticea initiala.

2.5 Subgrupul comutator

In aceastd sectiune am identificat subgrupul comutator in laticea subgrupurilor unui
grup liber. Scopul final a fost determinarea de conditii necesare si suficiente pentru
ca o latice sa fie izomorfa cu laticea subgrupurilor unui grup abelian liber. Ca si in
sectiunile anterioare, s-a lucrat in contextul, mai general, al grupurilor 2-libere.
Primul pas in identificarea subgrupului comutator in laticea unui grup 2-liber,
este descrierea laticeala a comutatorului a doua elemente. Daca a,b € G, prin
comutatorul acestora am inteles elementul a='b~1ab, pe care il vom nota de acum

inainte cu [a,b]. Daca G este un grup, vom nota cu G’ subgrupul sau comutator.
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Reamintim ca G' = ([a,b] | a,b € G). Vom introduce in continuare urmatoarea

submultime a multimii elementelor ciclice ale unei latici complete.

Definitia 2.5.1 [15]Fie L o latice completa. Daca z,y € C(L), definim

yle={z€C(L)|z€(yTx)oysi Ity ty € C(L),t; # to, astfel incat

t17t2 croy,z €t10t2,$0xﬂtlot2 :@}
Are loc urmatorul rezultat.

Lema 2.5.2 [15, Lema 2.4] Daca G este un grup 2-liber, iar a,b € G astfel incat
a#1#0bsi{a)N(b) =1, atunci

(b) 1 {a) = {{[a, 8]}, ([a™", 0]}, {[a, b~']), {[a™", 07" ]) }-

Odata ce comutatorul a doua elemente a fost caracterizat laticeal, prezentam
urmatoarele doua rezultate ce scot in evidenta subgrupul comutator in laticea sub-

grupurilor unui grup 2-liber.

Lema 2.5.3 [15] Fie G un grup 2-liber si fie H < G. Atunci H contine subgrupul
comutator al lui G daca si numai daca (b) ] (a) C H/1, pentru toti a,b € G, astfel
incat a # 1 #b gi (a) N (b) = 1.

Lema 2.5.4 [15] Fie G un grup 2-liber si fie H < G. Atunci H este subgrupul

comutator al lut G daca si numai daca

H=\/( U (0) T (a)).

a,beG,a#1#£b,(a)N(b)=1

2.6 Conditii in care o latice este izomorfa cu lat-

icea subgrupurilor unui grup abelian

In acest3 sectiune am formulat conditiile necesare si suficiente pentru ca o latice sa
fie izomortfa cu laticea subgrupurilor unui grup abelian liber. Ne-am folosit de faptul
ca un grup abelian liber se poate obtine factorizand un grup liber cu comutatorul

sau.

Teorema 2.6.1 [15] Fie r > 2 un numar cardinal. O latice L este izomorfa cu
laticea subgrupurilor unui grup abelian liber de rang r daca si numai daca exista o

latice L* si un element d € L* cu urmatoarele proprietati:
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a) L* este o latice completd in care fiecare element este supremum de elemente
ciclice. Mai mult, L* satisface conditiile (a)-(c) din Teorema 2.2.5, pentru un
numar cardinal r, unde sistemul bazic E satisface in plus conditiile (a)-(f) din
Teorema [2.2.2.

b) d= V(Ua,beC(L*)\{O},a/\b:O b I a).

¢) L=1%/d, unde 1* este cel mai mare element al lui L*.

Teorema precedenta da conditii satisfacute de laticea subgrupurilor unui grup
abelian liber de rang r > 2, finit sau infinit. Laticea subgrupurilor grupului abelian
liber de rang 1 este binecunoscuta. Aceasta este laticea T, a numerelor naturale
ordonata de relatia

a <" b < b divide pe a.

Prezentam in continuare rezultatul central al acestei sectiuni.

Teorema 2.6.2 [15] O latice L este izomorfa cu laticea subgrupurilor unui grup
abelian daca si numai daca L este izomorfa cu un filtru principal al laticit T sau

exista o latice L* si doua elemente d,e € L* astfel incat:
a) L* sid € L* satisfac conditiile a),b) din ipoteza Teoremei 2.6.1.

b) e € 1*/d, unde 1* este cel mai mare element al lui L* gi L = 1*/e.

2.7 Laticea subgrupurilor normale

In aceasta sectiune am formulat conditii pentru ca o latice sa fie izomorfa cu laticea
subgrupurilor normale ale unui grup. Aceasta este o consecinta directa a rezultatelor

lui Yakovlev. Pentru a simplifica lucrurile, am introdus urmatoarea definitie.

Definitia 2.7.1 Fie L o latice completa. Spunem ca un element d € L este normal
in L gi notam d < L, daca b T a C d/0 are loc pentru orice a,b € C(L) \ {0} astfel
incat a Ab=0gi b <d.

Conform rezultatelor lui Yakovlev, elementele normale ale laticii subgrupurilor
unui grup 2-liber coincid cu subgrupurile normale ale acestui grup. In continuare,

dam caracterizarea laticii subgrupurilor normale ale unui grup oarecare.

Teorema 2.7.2 [15] O latice L este izomorfa cu laticea subgrupurilor normale ale

unut grup daca $t numat daca exista o latice L* si un element d € L* astfel incat:
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a) L* este o latice completd in care fiecare element este supremum de elemente
ciclice. Mai mult, L* satisface conditiile (a)-(c) din Teorema 2.2.5, pentru un

numar cardinal r > 2 unde sistemul bazic E satisface in plus conditiile (a)-(f)
din Teorema 2.2.2.

b) d<L*.

c){d eL*|d<IL*,d<d} este o sublatice completa a lui 1*/d, izomorfa cu L.
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Capitolul 3

Proprietati de inchidere ale laticii

subgrupurilor unui grup abelian

In acest capitol vom prezenta cateva proprietati de inchidere ale clasei A , a laticilor
izomorfe cu laticea subgrupurilor unui grup abelian. Desi simple, aceste proprietati
nu pot fi gasite in bibliografia existenta. Este binecunoscut faptul ca laticile din
aceasta clasa sunt compact generate si modulare.

Vom prezenta proprietati de inchidere ale clasei A, precum si ale complementarei
acesteia (In clasa tuturor laticilor), in raport cu sublatici, ideale, produse directe,
imagini omomorfe, laticea idealelor, respectiv a congruentelor. Majoritate rezul-

tatelor din acest capitol au fost formulate de catre autoarea tezei.

3.1 Sublatici

In aceastd sectiune vom face cateva observatii legate de sublaticile laticilor din clasa
A. S-au construit exemple care au dovedit faptul ca: Daca L € A si U este o
sublatice netriviald a sa, in general U ¢ A. Analog, Daca L ¢ A, este posibil ca
toate sublaticile sale netriviale sa aparting lui A.

In continuare, am investigat conditiile in care o latice din A are proprietatea
ca toate sublaticile sale complete, sunt tot in A. Inspirati de [32], am introdus

urmatoarea definitie.

Definitia 3.1.1 O latice completa L este reuniunea disjuncta a lanturilor Cq, ...,

C, C L, unde n € N*, daca urmatoarele conditii sunt satisfacute:
(i> L= U?:l Ci,
(ii) pentru orice i,j € {1,...,n},i # j avem C; N C; = {0, 1},
(iii) daca x <y, atunci exista ¢ € {1,...,n} astfel incat z,y € C;.
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De exemplu, pentru un n € N, laticea M,, este reuniunea disjuncta a n lanturi
de lungime 2. Daca o latice L poate fi reprezentata ca reuniune disjuncta de lanturi,
atunci orice sublatice completd a sa are, de asemenea, aceasta proprietate. Am

ajuns la urmatorul rezultat intermediar.

Propozitia 3.1.2 Fie L o latice completa. Daca L nu contine nicio sublatice
izomorfa cu Cs, D5 sau Ms, atunci L este reuniunea disjuncta a cel mult patru

lanturi.

In cele din urma obtinem caracterizarea dorita.

Propozitia 3.1.3 Fie L € A. Atunci orice sublatice completa U a lui L este in A

daca $1 numai daca L nu contine nicio sublatice izomorfa cu Cs, Dy sau Ms.

Cs Ds Es

Figura 3.1: Latici cu 5 elemente care nu sunt in A

Rezultatul precedent ne ofera o imagine despre laticile din A ale caror sublatici
complete sunt tot in A. Aceste latici sunt izomorfe fie cu L(Z(p™)), n € NU{oo}, fie
cu L(Z(pq)), unde p si ¢ prime distincte, fie cu L(Z(2) & Z(2)) sau L(Z(3) & Z(3)).

3.2 Ideale

In aceasti sectiune vom studia proprietatile de inchidere ale lui A si ale comple-
mentarei sale, fata de ideale. Ca i in [16], printr-un ideal al unei latici, am inteles
o submultime a acesteia, inchisa fata de supremumuri finite si minorante. Un ideal
I se numegte principal daca I = /0, pentru un x € L.

Am ajuns la concluzia ca daca L € A si I un ideal principal al lui L, atunci

I € A. Concluzia afirmatiei anterioare nu are loc daca idealul nu este principal.

Propozitia 3.2.1 Fie L € A si I un ideal al lui L. Atunci I € A daca $i numai

daca I este principal.
Ca si o consecinta directa a lui3.2.1 are loc urmatorul rezultat.
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Teorema 3.2.2 Fie L € A. Orice ideal nevid I al lui L are proprietatea ca I € A

daca si numai daca L satisface conditia lanturilor ascendente.

Este usor de observat ca daca L ¢ A, putem gasi I, un ideal principal al lui L

astfel incat I € A.

3.3 Produse directe

In aceasti sectiune am studiat comportamentul laticilor din clasa A in raport cu
produsele directe (de latici). Suzuki a oferit un rezultat fundamental in ceea ce
priveste descompunerea laticii subgrupurilor in produs direct de grupuri coprime

([49, Teorema 1.6.5]). Ca si o consecinta, am formulat urmatoarea propozitie.
Propozitia 3.3.1 Fie Ly, Ly astfel incat Ly x Ly € A. Atunci Ly, Ly € A.

De asemenea, am aratat ca implicatia inversa nu are loc.

3.4 Imagini omomorfe

In aceasta sectiune am construit exemple care au dovedit faptul ca nici A si nici
complementara acesteia in calsa tuturor laticilor nu sunt inchise fata de imagini

omomorfe.

3.5 Laticea idealelor

In acestd sectiune am studiat laticea idealelor, respectiv a idealelor nevide, ale lati-
cilor din A. Multimea idealelor unei latici L, inzestrata cu relatia de incluziune,
formeaza la randul sau o latice, notata cu J(L). Am notat cu Jo(L) multimea ide-
alelor nevide ale unei latici L. Daca L are un cel mai mic element, atunci Jo(L) este
o sublatice completa a lui J(L). Acest lucru este valabil cand L € A.

Am aratat ca daca L € A, este posibil ca Jo(L) ¢ A. Analog, daca L ¢ A, este
posibil ca Jo(L) € A. De asemenea, am formulat conditii suficiente ca L € A sa

implice Jo(L) € A.

Propozitia 3.5.1 Fie L € A. Daca L satisface conditia lanturilor ascendente,

atuncs

Jo(L) € A.

Am construit exemple care au dovedit ca daca L € A, este posibil ca I(L) ¢ A.
De asemenea, am aratat ca daca L ¢ A, este posibil ca J(L) € A.

Are loc urmatorul rezultat.
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Lema 3.5.2 Fie L € A, astfel incat L = L(G). Daca I(L) € A, atunci G este

cociclic.

In cazul lemei anterioare, am aratat ca implicatia inversa nu are loc, in general.

In continuare, am formulat conditii in care J(L) € A.

Propozitia 3.5.3 Fie L € A, astfel incat L = L(G). 3(L) € A daca si numai

daca G este ciclic s de ordin putere a unui numar prim.

3.6 Laticea congruentelor

In aceastd sectiune vom studia laticea congruentelor. Am reamintit in prealabil,
notiunile gi rezultatele de baza, referitoare la congruentele unei latici, preluate din
[16]. O relatie de echivalenta pe o latice L este o congruenta daca este compatibila
cu supremumuri si infimumuri.

S-a notat cu Con(L) multimea relatiilor de congruenta ale unei latici L. Aceasta

este partial ordonata de relatia
6 < ¢ daca afb implica ab.

Am aratat urmatorul rezultat.

Propozitia 3.6.1 Daca L ¢ A, putem avea Con(L) € A.
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Capitolul 4

Latici reprezentabile prin latici de

subgrupuri de grupuri abeliene

In acest capitol ne-am ocupat de clasa £(Z), a laticilor reprezentabile prin latici de
subgrupuri de grupuri abeliene. Aceasta este o clasa mai generala decat A, clasa
laticilor izomorfe cu laticea subgrupurilor unui grup abelian, studiata in capitolul
anterior. Am notat cu N, respsectiv N (rep), clasa laticilor izomorfe cu laticea
subgrupurilor normale ale unui grup oarecare, respectiv clasa laticilor reprezentabile
prin latici din N.

In Sectiunea 4.1/ am prezentat un scurt inventar al rezultatelor ce se refera la
clasa £(Z). In Sectiunea 4.2 am prezentat schematic clasa laticilor cu o reprezentare
de tip 1, 7;. Avand in vedere faptul ca toate laticile din clasele mentionate pana
acum sunt arguesiene, in Sectiunea 4.3/ am reamintit notiunea de latice arguesiana,
introdusa de Jonsson.

Rezultatul central al acestui capitol va fi prezentat in Sectiunea '4.4. Am demon-

strat ca pentru laticile (modulare) de lungime < 4 avem
L(Z) = N(rep) = T:.

Acest rezultat a fost obtinut de G. Célugareanu impreuna cu autoarea tezei in [14].

4.1 Varietati de latici. Cvasi-varietati de latici

In aceastd sectiune vom reaminti notiunile de wvarietate, respectiv cvasi-varietate
de latici. In Capitolul 3/ am vazut ca A nu este inchisa nici fata produse directe,
nici fata de sublatici sau imagini omomorfe. Asadar, A nu este o varietate, adica
clasa tuturor laticilor satisfacand orice ecuatie dintr-o multime >, sau echivalent,
conform rezultatului lui Garrett Birkhoff (1934), inchisa fata de imagini omomorfe,

sublatici si produse directe. Notiunea de cvasi-varietate este mai generala decat cea
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de varietate. Se observa, totusi ca A nu este nici macar o cvasi-varietate. Am facut
un scurt inventar al rezultatelor (ce folosesc diverse abordari) si afirma ca £(Z) este
o cvasi-varietate.

Ramane o problema deschisa: este cvasi-varietatea generata de clasa L(Z) o
varietate? Cu alte cuvinte, dacd o latice L poate fi scufundatd intr-o latice a sub-
grupurilor unui grup abelian, se poate spune acelasi lucru despre laticile factor ale

acesteia?

4.2 Latici de tipul 1

In aceasti sectiune am prezentat pe scurt laticile de tipul 1, respectiv cu o reprezentare
de tip 1, introduse de Jonsson. Laticile de tip 1 (sau liniare) sunt latici izomorfe cu
laticea echivalentelor unei multimi, ce permuta. Clasa acestora a fost notata cu L.
O latice cu o reprezentare de tip 1, se scufunda intr-o latice din £. Clasa acestora
am notat-o cu 7.

Joénsson a demonstrat ca orice latice care admite o reprezentare de tip 1 este
modulara. Congruentele induse de subgrupuri normale comuta, agadar toate laticile
de subgrupuri normale sunt liniare, adica N' C L.

Ramane deschisa urmatoarea intrebare: este 7; o varietate?

4.3 Latici arguesiene

In acestd sectiune am prezentat pe scurt laticile arguesiene, introduse de Jénsson
in 1954. In [36] s-a aratat ca aceasta identitate este echivalenta cu o implicatie ce
reflecta in mod natural enuntul teoremei lui Desargues din geometrie.

Este binecunsocut faptul cd A C N C L si L(Z) C N(rep) C 7;. Mai mult,
laticile din aceste clase sunt arguesiene. Niciuna dintre aceste incluziuni nu este o
egalitate. In [33], Jonsson, a ardtat c& N C £, iar Pélfy si Csaba Szabo au construit
in [42] un exemplu ce dovedeste ca A C N. Combinand rezultatele lui Birkhoff,

Frink, Schutzenberger si Jonsson obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 4.3.1 Daca L este o latice geomodulara, atunct urmatoarele conditii sunt

echivalente:
(i)L € A; (ii)L € N; (iii)L € L; (iv)L este arguesiand.

In [33], Jénsson a extins teorema anterioara si a aratat ca in prezenta comple-
mentarii, cele doua concepte, reprezentarea de tip 1 gi identitatea arguesiana, devin

echivalente.
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Teorema 4.3.2 [16] Daca L este o latice complementata (modulard), atunci urmdatoarele
conditii sunt echivalente: (i)L € L(Z); (i1) L € Tq; (iii) L este arguesiand.

In cele ce au urmat, ne-am concentrat atentia asupra laticilor de dimensiuni mai

mici.

4.4 Latici cu reprezentare de tip 1, de lungime <

4

In aceastd sectiune am aritat ci egalitatea L(Z) = N (rep) = T; are loc pentru latici
(modulare) de dimensiune (intr-o terminologie mai noua, lungime) < 4. Aceasta
este ultima contributie originala a autoarei, prezentata in aceasta teza, realizata
impreuna cu G. Calugareanu (vezi [14]).

Aceast subiect poate fi corelat gi cu urmatoarea problema deschisa: in ce conditii
este o cvasi-varietate o varietate? Pentru clase precum L£(Z), N (rep) si 7; am vazut
ca raspunsul nu este cunoscut. Deoarece studiul nostru va arata ca pentru latici de
lungime cel mult 4, toate aceste clase coincid cu laticile arguesiene, si avand in

vedere ca acestea formeaza o varietate, vom incuraja un raspuns afirmativ.

Latici modulare de lungime < 4

In [35], Jonsson a reprezentat prin diagrame, chiar daca schematic, toate laticile
modulare de lungime < 4. De vreme ce lucram in acelasi context, am reamintit cele
mai importante rezultate din [35].

O latice de lungime 0 consta dintr-un singur element 0 = 1, pe cand una de
lungime 1 este lantul cu doua elemente. O latice de lungime 2 este izomorfa cu M,,,
daca are n atomi. Deoarece ce supremumul a doi atomi distincti este intotdeauna 1,
iar infimumul 0, o astfel de latice este complet determinata pana la un izomorfism,

de numarul de atomi.

Observatia 4.4.1 Daca A si A’ sunt latici de lungime 2, iar A’ are cel putin atatea
elemente cat si A, atunci A este izomorfa cu o sublatice a lui A’. Intr-adevir, dacd

p este un atom al lui A, iar p’ este un atom al lui A’, atunci exista un izomorfism
de la A la A’ astfel incat f(p) =p'.

Toate aceste latici sunt complementate, agadar egalitatile
A=N =L L(Z) = N(rep) =T,

au loc conform teoremelor 4.3.1] si 4.3.2. Cazul laticilor de lungime < 2 se incheie

aici.
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Cu s s-a notat soclul (supremumul atomilor), iar cu r radicalul (infimumul
coatomilor) unei latici. Deoarece o latice modulara de lungime finita este com-
plementata daca si numai daca 1 este soclul sau (daca si numai daca 0 este radicalul
sau), conditiile §(s) = n si §(r) = 0 sunt echivalente si implica faptul ca A este
complementata.

Daca 0(s) = 1, atunci s este un atom al lui A gi de fapt s este singurul atom
al lui A. In acest caz A este complet determinata de sublaticea sa 1/s, de lungime
n — 1. Similar, daca 6(r) = n — 1, atunci studiul lui A se reduce la studiul sublaticii
sale /0, de lungime n — 1. In consecinta ne-am ocupat aici de cazurile in care
1<d(s)<mnsi0<d(r)<n-—1.

Daca n = 3, atunci doar cazul in care §(s) = 2 si 6(r) = 1 ar trebui luat in
considerare, pe cand daca n = 4, am considerat cazurile 6(s) € {2,3} si d(r) € {1,2}.

Asadar, s-au distins doar urmatoarele doua situatii:

Teorema 4.4.2 [35] Pentrun = 3,4, daca 0 < §(r) < d(s) < n, atuncir < s §i
A=s/0Ul/r.

Teorema 4.4.3 [35] Pentrun = 4, daca 6(s) = 2 si 6(r) = 2, atunci s/0OU 1/r =
A — X, unde X este multimea elementelor ireductibile x € A, cu 6(x) = 2. Mai
mult, fiecare element al lut X acopera un singur atom $i este acoperit de un singur
coatom. Doua elemente acopera acelasi atom daca si numai daca sunt acoperite de
acelasi coatom. In final, daca s # r, atunci s Ar este un atom acoperit der, s\ r

este un coatom care il acopera pe s st sAr < x < sV r, pentru orice element x € X.

4.4.1 Latici de lungime 3 si 4

Am vazut deja ca o latice modulara de lungime 3, care nu este complementata, este
izomorfa cu o latice de forma celei modelate in Figura 4.1/ (in care s nu este atom,

iar 7 nu este coatom).

Figura 4.1: Familie de latici de lungime 3

Pentru simplitate, s-a spus ca in Figura 4.1, am reprezentat laticea M,, " peste”

M,,. Vom nota o astfel de latice cu M,,M,,. De vreme ce laticea unui grup
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abelian finit este autoduala, daca m # n, atunci M,/ M,, ¢ A. Mai mult, se
poate ardta ca doar M, 1,/ M,.1 = L(Z(p) ® Z(p*)) € A, unde p este numéar prim.

Au loc urmatoarele rezultate in ceea ce priveste laticile de lungime 3.

Teorema 4.4.4 [14] Orice latice modulara de lungime 3, care nu este complemen-

tata, apartine lui L(Z).

Corolarul 4.4.5 [14] Pentru latici de lungime < 3, egalitatea L(Z) = N (rep) = Ty

are loc.

Pentru a incheia studiul nostru, am observat ca o latice modulara, de lungime
4, care nu este complementata, este izomorfa cu una dintre laticile din Figura 4.2
(pentru r # s) sau cu o latice din familia de latici reprezentata in Figura 4.3 (pentru

r=s).

Figura 4.2: Familii de latici de lungime 4 cu r # s

Un caz particular (pentru n = 2,3) al acestor diagrame poate fi gasit in [35],
dar figura prezentata acolo este incompleta. Folosindu-ne din nou de faptul ca
laticea subgrupurilor unui grup abelian finit este autoduala, observam ca majoritatea
laticilor din figura de mai sus nu sunt in A.

Are loc urmatorul rezultat, in ceea ce priveste laticile de lungime 4.

Teorema 4.4.6 [14] Orice latice modulara de lungime 4 care nu este complementata

apartine lui L(Z).



Fig. 5

Figura 4.3: O famile de latici de lungime 4 cu r = s

In cele din urmi, suntem pregatiti sa oferim rezultatul dorit.

Corolarul 4.4.7 [14] Pentru o latice de lungime < 4, urmdatoarele patru proprietati

sunt echivalente:

(i) este reprezentabila prin grupuri abeliene;

(i1) este reprezentabild prin latici de subgrupuri normale;
(111) este reprezentabila prin latici liniare;

(iv) este arguesiand.

Observatia 4.4.8 Egalitatea A = N nu are loc in cazul laticilor de lungime < 4.
Intr-adevir, laticea subgrupurilor normale ale grupului cuaternionilor, Q)g, este un
exemplu simplu.

Daca N' = L pentru latici (modulare) de lungime < 4, raméane o problema

deschisa.
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